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СПЕКТРАЛЬНЫЕ И КОМБИНАТОРНЫЕ СВОЙСТВА 
РЕДУЦИРОВАННЫХ ГРАФОВ ДЕ БРЕЙНА 

Максимовский А.Ю.1, Мельников С.Ю.2

В статье предложен класс обобщенных графов де Брейна, для которого вычислены спектры и ряд комбина-
торных характеристик, включая их диаметр, число петель и циклов длины 2, а также число остовных деревьев, 
эйлеровых и гамильтоновых циклов. Установлено, что рассматриваемый класс графов замкнут относительно опе-
рации построения реберного графа. Указанные свойства указывают на целесообразность применения таких 
графов при проектировании подсистем контроля защищенности информационных систем, количество элементов 
которых является составным числом. Это обусловлено тем, что для подсистем контроля, использующих архитек-
туру графа, обладающего установленными свойствами, можно обеспечить эффективный доступ ко всем элемен-
там системы в целом, ее масштабируемость, гибкую настройку маршрутов обхода элементов с минимальным 
риском зацикливания. При исследовании влияния числовых параметров рассматриваемых графов на их свой-
ства установлено, что свойство единственности пути заданной длины сохраняется только для «обычных» графов 
де Брейна. Для получения указанных результатов разработан новый способ вычисления характеристического 
многочлена k-циркулянтной матрицы в терминах элементов ее первой строки. Это позволило также уточнить ряд 
известных результатов и упростить процедуры вычисления характеристического многочлена указанных матриц. 
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Введение
Граф де Брейна [1, 2] обладает рядом уникальных 

свойств, которые более ста лет привлекают внимание 
математиков и инженеров. Значительное число работ по-
священо использованию таких графов для задания топо-
логии взаимодействий объектов различной природы. Де 
Брейновская архитектура конкурентна при построении 
распределенных вычислительных сетей с архитектурой 
гиперкуба [3], она эффективна при организации связей 
между ядрами в мультиядерных процессорах на кристал-
ле [4]. Пиринговые сети, построенные на основе де Брей-
новской топологии, по целому ряду важнейших характери-
стик близки к оптимальным [5]. Аппарат графов де Брейна 
используется для восстановления генома по его фрагмен-
там [6].  Защита информации как в части теории и практи-
ки кодирования [7], так и криптографии [8], [9]  является 
одной из основных областей применения таких графов и 
тесно связанных с ними регистров сдвига.

В литературе предлагались несколько вариантов 
обобщений графов де Брейна, исходя из  условий  
прикладной задачи. Одним из таких условий является 
свойство k циркулянтности матрицы смежности графа. 
Такие обобщения графов  де Брейна изучались, в том 
чиле, в работах [10 - 15] и ряде других. Отметим, что 
Imase и Itoh в своей оригинальной работе [10] не стре-
мились обобщить графы де Брейна, но искали графы 
с минимальным диаметром (для оптимизации сетевой 
архитектуры микропроцессоров), в тексте их статьи гра-
фы де Брейна  не упоминаются. 

Другое направление обобщения графов де Брейна, 
представленное, в частности, в работах [16], [17] и др., 

основано на сохранении свойства единственности пути 
фиксированной длины между любыми двумя вершина-
ми графа. Оба направления обобщений графа де Брейна 
тесно связаны между собой. Обзор литературы по данной 
проблематике представлен в [18], см. также [19].

Рассматриваемые в данной статье графы образуют 
подкласс обобщенных графов де Брейна в смысле [10] 
и [11]. Однако рассматриваемый случай соответствует 
наиболее содержательной в комбинаторном смысле 
ситуации, когда количество вершин графа кратно сте-
пени его регулярности. Такие графы в семействе всех 
обобщенных графов де Брейна являются в определен-
ном смысле «самыми близкими» к классическим гра-
фам де Брейна. Визучается статье вид  характеристи-
ческого многочлена матрицы смежности рассматрива-
емых графов. Спектры одного из классов обобщенных 
графов де Брейна изучались в [19], однако результат, 
представленный в данной статье, является независи-
мым и опирается на  метод нахождения спектра, не пу-
бликовавшийся ранее.

Отметим, что ранее характеристики редуцирован-
ных графов де Брейна мало изучались как в целом, 
так и в целях оптимизации контроля защищенности ин-
формационных систем, количество элементов которых 
является составным числом. В [20] рассмотрен вопрос  
о планарности таких графов, в [21] получено выраже-
ние для числа регистров сдвига, ассоциированных с та-
кими графами и устанавливаемымх постоянным вхо-
дом в фиксированное состояние. Групповые свойства  
подстановок, реализуемых указанными регистрами 
сдвига, изучались в [22]. 
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Редуцированным графом G(n,m) де Брейна назо-
вем граф на множестве вершин , в котором из верши-
ны , выходит ровно n дуг, заходящих 
в вершины  n=1,2,..., m=1,2,....

Матрица  смежности такого графа состоит 
из n раз повторенных  участков по m строк в каждом.  
В каждой строке имеется ровно n единиц. Отметим, что 
матрица  представима в виде тензорного про-
изведения

,
где (1 1  ... 1) – вектор с n единицами, E - единичная 

матрица порядка m.
Термин “редуцированный” в названии графа G(n,m)  

связан с тем, что при  матрица  полу-
чается из матрицы смежности графа де Брейна сте-
пени t путем вычеркивания столбцов с номерами 

 и строк с номерами 

Граф  – это “обычный” граф де Брейна сте-
пени t, а граф  является его k-й степенью, 
т.е. графом переходов регистра сдвига с накопителем 
размера t, движущегося на k шагов за один такт.

 Матрица является n-циркулянтной. Поэтому 
в следующем разделе мы рассмотрим вопрос о спек-
тре таких матриц.

Спектры k-циркулянтных матриц
Комплексная квадратная матрица  поряд-

ка N называется k -циркулянтной, если каждая следую-
щая ее строка получена из предыдущей циклическим 
сдвигом вправо на   позиций.

Задача нахождения  характеристического многочле-
на в случае k=1 (обычный циркулянт) решается доста-
точно просто (см., например, [23]). 

 В работе [24]  предложен способ нахождения спек-
тра и собственных векторов k-циркулянтных матриц  пу-
тем последовательных упрощений исходной матрицы 
преобразованиями подобия. Похожий метод, основан-
ный на сведении задачи к отысканию спектра блочной 
матрицы (для конкретных классов k-циркулянтов), раз-
работан в [25].

Основныь результатом данного раздела является  
выражение для  характеристического многочлена про-
извольной k-циркулянтной матрицы в терминах элемен-
тов ее первой строки. Отметим, что в статье [26] полу-
чен аналогичный результат, но используется другое до-
казательство.

Теорема 1. Пусть  комплексная квадратная матри-
ца  является k-циркулянтной порядка N, целые   
N и k представлены в виде разложения на простые мно-
жители: ,  где 
p1, p2 ... ps – различные простые числа, . 
Обозначим , w и  – примитивные кор-
ни из единицы степеней  и  соответственно, 

Тогда характеристический многочлен матрицы    
представим в виде:

 ,

где первое произведение берется по всем циклам 
c  подстановки , , а второе – 
по всем числам j, образующим цикл c, l(c)  - длина цикла  c.

Доказательство. Обозначим . Заметим, 
что .

Обозначим . Для элемента bij имеем:

,
где индексы у ai берутся по модулю N. Поэтому: 

Очевидно равенство .
Через  обозначим линейное отображение 

.
Пусть G – орграф отображения  на множестве вер-

шин . Каждая компонента связности этого графа яв-
ляется “пауком”, т.е. состоит из единственного цикла и 
подходов к нему.

Ненулевому элементу bij матрицы B соответствует 
дуга (i, j) в графе G. Перенумеруем элементы мно-
жества  в порядке перечисления компонент связ-
ности графа G. Тогда матрица B примет распавшийся 
вид: 

,
где блоки B1 отвечают компонентам связности гра-

фа. Очевидно, . 
Рассмотрим структуру блока Bj. В соответствующей 

компоненте связности графа G выделим цикл c. Пусть 
l - его длина, T - объем компоненты, s - одна из цикличе-
ских вершин, . Тогда . 
Выберем такую нумерацию, чтобы блок bi принял полу-
распавшийся вид:

.
Имеем

.                                                    (1)
Тогда , где первое произ-

ведение берется по всем циклам , второе - по всем 
точкам , через которые проходит цикл c, l(c) - длина 
цикла c, D - общее количество циклических точек ото-
бражения .

Кольцо вычетов Zn представимо в виде прямой 
суммы идеалов (см. [27]) , 
i=1,2,...s.

Рассмотрим ограничение i отображения  на иде-
ал Ri. Если i/k, то отображение i нильпотентно, т.е. 
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i
βi переводит все элементы идеала Ri в нуль. В про-

тивном случае, очевидно, отображение i является под-
становкой. Граф отображения  является прямой сум-
мой графов отображений i, i=1,2,...s. Пользуясь этим, 
установим  взаимно-однозначное соответствие между 
циклами отображения  на множестве  и  цикла-
ми подстановки  на множестве . При этом циклу 

 отображения  соот-
ветствует цикл  

 подстановки ,
а циклу  подста-

новки 
соответствует цикл  ото-

бражения .
Возвращаясь теперь в (1) к произведению по точ-

кам цикла c отображения , имеем:

,
где последнее произведение берется по соответ-

ствующему c циклу c– подстановки . Очевидно равен-
ство:

.
Число D циклических точек отображения , очевид-

но, равно .
Теорема доказана. ■
Замечание 1.  Если k = 1, то  для «обычного» цир-

кулянта имеем , что является хо-
рошо известным фактом (см. [23]).

Замечание 2. Пусть s  является степенью k. Тогда  
= 1, подстановка  есть , и по теореме 1 имеем  

.
Последний результат позволяет выписать характери-

стический многочлен графа де Брейна, впервые полу-
ченный  в [28]. 

Свойства редуцированного графа де Брейна.
Утверждение 2. 
1. Число вершин в G(n,m) равно nm, число ребер 

равно n2m.
 2. G(n,m) – сильносвязный регулярный мультиграф 

степени n.
 3. Для G(n,m)  реберным является граф G(n,nm).
 4. Диаметр графа G(n,m)  равен ]lognnm[ , где ]x[ – 

минимальное целое, не меньшее x.
Доказательство. п. 3. Пронумеруем дуги графа 

G(n,m), перечисляя единицы его матрицы смежности 
в  лексикографическом порядке: k-ая дуга выходит из 
вершины с номером , и заходит в вершину с номе-
ром k(mod  nm) , k=0, 1,…, n2m - 1.

Граф, реберный к G(n,m), содержит n2m вершин. 
По определению реберного графа, i-ая и j-ая верши-
ны соединены дугой тогда и только тогда, когда в графе 
G(n,m) i-ая дуга заходит в такую вершину, из которой 
выходит j-ая дуга. Это условие равносильно равенству 

, которое, очевидно, задает отношение 
смежности вершин в графе G(n,nm).

п. 4. Выходящие из вершины  дуги заходят 
в вершины вида  . Поэтому семей-
ство вершин, в которые существуют пути длины l из вер-

шины i, имеет вид . 

Отсюда следует, что имеется не менее  и не боле 

, , путей длины   
l из вершины i в произвольную вершину j графа G(n,m). 
В частности, диаметр графа G(n,m) равен ]lognnm[.■

Рассмотрим вопрос о спектрах редуцированных 
графов де Брейна.

Пусть n и m  имеют следующие разложения на про-
стые множители:

, где p1, p2, ..., ps – 
различные простые числа, . 

Теорема 3. Характеристический многочлен графа  
G(n,m) имеет вид:

 .
где lk  - количество циклов длины k в подстановке 

.
Доказательство.  Матрица  смежнcсти  

графа G(n,m)  c является n-циркулянтом, поэтому дан-
ная теорема следует из теоремы 1. ■

Следствие. Для характеристических многочленов 
графов G(n,mc и G(n,nm) имеет место равенство:

.
Таким образом, при переходе от графа G(n,m)  к его 

реберному графу G(n,m)  не появляется новых ненуле-
вых значений в спектре графов, и также не меняется 
их кратность.

Рассмотрим количество контуров длин 1 и 2 в гра-
фе  G(n,m). В обычном графе де Брейна петли и контура 
длины 2 описываются следующим образом:

петли расположены при вершинах вида ( i i ... i ), 
, их ровно n;

контура длины 2 соединяют пары вершин ( i j i j ...)  

и ( j i j i ...), , их ровно .
Утверждение 4. В графе G(n,m):
а) количество петель равно n+( n-1, m)-1 .
б) количество контуров длины 2 равно 

.
Доказательство.  Пусть  – характеристи-

ческий многочлен графа G(n,m),  – его матрица 
смежности. Число   петель в графе равно следу матрицы 
смежности:

.                                                     (2) 
Число c2 контуров длины 2 в этом графе. Покажем, что 

имеет место равенство . Дей-
ствительно, диагональный элемент  квадрата матри-
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цы смежности равен количеству всех маршрутов длины 
два в графе, начальной и конечной точкой которых явля-
ется вершина i. Промежуточной точкой такого маршрута 
является некоторая  вершина в графе. Если эта вершина 
совпадает с i, то маршрут состоит из двукратного «путеше-
ствия» по петле, и общее число таких маршрутов выража-
ется числом петель, т.е. . Если промежу-
точной точкой такого маршрута  является вершина j≠i, то 
маршрут является простым контуром длины два в графе. 
Поскольку простой контур проходит через пару вершин, 
то мы приходим к соотношени ю 
, эквивалентному доказываемой формуле. Заметим, что 
след матрицы есть сумма ее собственных чисел, а след 
квадрата матрицы есть сумма квадратов ее собствен-
ных чисел. Воспользовавшись соотношениями Ньютона 
([29], с. 93) между коэффициентами характеристическо-
го многочлена матрицы  и суммами его корней, неслож-
но установить, что  . Поэтому

.                                                    (3)

Обозначим . Тогда 

.                                     (4)

Имеем: .
Стандартным путем вычислим первую производную:

.
и вторую производную:

.
Подставляя в полученные выражения , имеем: 

,                                                       (5) 

.                                         (6)
Вычислим l1 и l2.
Согласно определению, l1 равно числу ненулевых ре-

шений сравнения i = ni , или i(n-1)=0  
. Поэтому l1=(n-1 m )-1. Но (n,n-1)=1, следовательно, 

l1=(n-1, m)-1.                                                                ( 7)
Объединяя (2), (3,  (4) и (7), заключаем, что число 

петель в графе G(n,m) равно n+ (n-1, m)-1.
Величина l2 определяется как количество циклов 

длины 2 в подстановке , т.е. как половина 
числа решений системы

Число решений первого сравнения рав-
но (n2-1,m). Число решений сравнения in=i
, или i(n-1)=0 , равно (n-1,m), причем каждое 
его решение одновременно является решением пер-
вого сравнения. Следовательно, рассматриваемая си-
стема имеет в точности (n2-1,m)-(n-1,m) решений и по-
этому

.                                                     (8)
Объединяя (3), (4), (5) и (8), заключаем, что 

число контуров длины 2 в графе G(n,m) равно 

Орграф G обладает свойством единственности пути 
длины t ([16], [17]), если между любыми двумя его вер-
шинами существует ровно один путь длины t. Граф де 
Брейна степени t обладает таким свойством, посколь-
ку из вершины (α1, α2, ... , αt) в вершину (β1, β2, ... , βt) 
за t шагов можно перейти единственным способом. 
Следующее утверждение показывает уникальность 
этого свойства в семействе редуцированных графов 
де Брейна.

Утверждение 5. Граф G(n,m) обладает свойством 
единственности пути длины t тогда и только тогда, когда 
m=nt-1.

Доказательство. Достаточность рассматривае-
мого условия очевидна.

 Докажем необходимость. Пусть J - квадратная ма-
трица порядка nm, состоящая из единиц. Если для неко-
торого натурального t граф G(n,m) обладает свойством 
единственности пути длины t, то (A(G(n,m))t=J .

Из теоремы 3 следует, что  – максимальное 
собственное число графа G(n,m). Приравнивая макси-
мальные собственные значения матриц в предыдущем 
равенстве, получаем nt=nm. ■

Число остовных деревьев  и эйлеровых циклов реду-
цированного графа де Брейна устанавливает

Утверждение 6. Число T(G(n,m)) остовных дере-
вьев графа G(n,m) равно

, 
число C(G(n,m))  эйлеровых циклов в графе  G(n,m) 

равно

,
где lk - количество циклов длины k в подстановке 

.
Доказательство. Воспользуемся результатом Ху-

ченройтера [30], который состоит в следующем. Пусть 
G – регулярный мультиграф степени n  на N вершинах, 
с собственными значениями . Тогда для 
числа T(G) остовных деревьев графа G справедливо со-
отношение
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.
Для графа   согласно теореме 3 имеем

,
где wk – примитивный корень k-й степени из единицы.
Для доказательства первого пункта утверждения 

достаточно убедиться, что . Рассмотрим 

выражение , где x – формальная пере-
менная. Очевидно,  – многочлен от x степени k. Его 
корнями являются все различные корни из единицы. 
С  другой стороны, у многочлена xk-1 в точности то же 
множество корней. Поэтому f(x)=xk-1 .

Доказательство второго пункта утверждения состоит 
в подстановке найденного выражения для T(G(n,m)) в 
формулу

для числа C(G) эйлеровых циклов в эйлеровом ор-
графе G порядка N, где di - степень захода вершины i, 
i=1, 2,…,N.■

Результат теоремы 3 позволяет предложить новое 
и сравнительно (см. [1] и [28]) простое доказательство 
классической  формулы  Гуда - де Брейна о числе полно-
цикловых регистров сдвига.

Утверждение 7. Количество n-ичных полноци-
кловых регистров сдвига с накопителем длины t равно 

.
Доказательство.  В случае “обычного” графа де 

Брейна на nt вершинах имеем m=nt-1, , поэтому 
характеристический многочлен матрицы смежности 
этого графа по теореме 3 равен .

Все собственные числа графа равны нулю, за исклю-
чением , и согласно полученным выше формулам

.
Для доказательства утверждения осталось заметить, 

что количество k-ичных полноцикловых регистров сдви-
га с накопителем длины t совпадает с числом эйлеро-
вых циклов в Dt-1.■

Замечание 3. «Экстремальным» случаем значе-
ний параметров m и n является случай, когда n - при-
митивный корень по модулю m, т. е. когда множество   

 совпадает с множеством всех нену-
левых вычетов по модулю m. В этом случае m. По 
утверждению 6 имеем

.
Замечание 4. Поскольку граф G(n,m) является 

реберным для графа G(n,m), то множество эйлеровых 
циклов в графе G(n,m) совпадает с множеством гамиль-
тоновых циклов в G(n,m).

Выводы
Изучены характеристики подкласса обобщенных 

в смысле Imase и Ito графов де Брейна, названных редуци-
рованными графами де Брейна. Получен вид характери-
стического многочлена матрицы смежности таких графов. 
Спектральными методами для этих графов вычислены 
число петель и циклов длины 2, а также число остовных де-
ревьев и эйлеровых циклов. Для редуцированных графов 
де Брейна вычислены диаметры  и  описано множество 
значений параметров, при которых графы обладают свой-
ством единственности пути заданной длины. Для получе-
ния этих результатов разработан новый способ вычисле-
ния характеристического многочлена k-циркулянтной ма-
трицы в терминах элементов ее первой строки.

Это позволило также уточнить и упростить дока-
зательство ряда известных результатов о графах де 
Брейна и предложить более простые процедуры вы-
числения характеристического многочлена указанных 
матриц.

В отношении использования архитектуры редуциро-
ванных графов де Брейна в целях контроля защищен-
ности информационных систем с  составным числом 
элементов и управления подсистемами защиты эле-
ментовтаких систем следует отметить ряд свойств этих 
графов, установленнных в даннной статье:

- малый диаметр графа позволяет быстро получать 
сведения об изменении состояния элемента системы 
(утверждение 2);

- имеются условий для реализации масштабируемых 
подсистем контроля и управления за счет использовния 
дуальности  редуцированного графа де Брейна и его ре-
берного графа ( утверждение 2)

- существует возможность выбора таких настроек 
системы контроля, чтобы снизить вероятность заци-
кливния при обходе вершин графа (элементов систе-
мы) за счет малости числа петель и циклов длины 2  (ут-
верждение 4);

- возможно гибко перестраивать маршруты обхода 
всех элементов системы благодаря значительному чис-
лу эйлеровых циклов ( утверждение 6);
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SPECTRAL AND COMBINATORIAL CHARACTERISTICS  
OF THE REDUCED DE BRIJN GRAPHS

Maksimovskiy A.Yu.3, Melnikov S.Yu.4

The spectral and combinatorial characteristics of a subclass of generalized de Bruijn digraphs are investigated. The 
spectra, diameters, number of loops and cycles of length 2, as well as the number of spanning trees, Eulerian and Ham-
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iltonian cycles of such graphs are calculated. The considered class of digraphs is closed with respect to the operation of 
constructing the line digraph. The obtained values of these characteristics indicate the expediency of applying such graphs 
in the design of subsystems for monitoring the security of information systems with a composite number of elements. This 
is due to the fact that for control subsystems that use the architecture of a graph with established properties, it is possible 
to provide effective access to all elements of the system as a whole, its scalability, flexible configuration of routes to bypass 
elements with a minimum risk of looping. When studying the influence of the numerical parameters of the graphs under 
consideration on their properties, it was found that the uniqueness property of a path of a given length is preserved only 
for “ordinary” de Bruijn graphs. To obtain these results, a new method for calculating the characteristic polynomial of the 
k-circulant matrix in terms of the elements of its first row has been developed. This also made it possible to clarify a number 
of known results and simplify the procedures for calculating the characteristic polynomial of these matrices.

Key words: shift register, k-circulant, de Bruijn graph, matrix spectrum
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