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О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ ЗАДАЧИ 
РАЗРЕШИМОСТИ СИСТЕМ БУЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ

Леонтьев В.К.1 , Гордеев Э.Н.2  

Цель статьи: представить новые результаты по комбинаторным характеристикам систем булевых урав-
нений, от которых зависят такие свойства систем как совместность, разрешимость, число решений и ряд 
других.

Метод исследования: сведение прикладных задач к комбинаторным моделям с последующим примене-
нием классических методов комбинаторики: метод производящих функций, метод коэффициентов, методы 
получения асимптотик и пр.

Полученный результат.  В работе получены результаты, касающиеся разрешимости систем булевых 
уравнений. Проанализирована сложность задачи «трансформации» несовместной системы в совместную. 
Описан и обоснован подход к решению задачи о выделении из несовместной системы минимального числа 
совместных подсистем. Задача сведена к проблеме нахождения минимального протыкающего множества. 
Получен критерий совместности системы. С помощью метода коэффициентов выведены формулы для на-
хождения и оценки числа  решений при параметризации задачи по правым частям уравнений. Исследуется 
и максимум этого числа в зависимости от параметра. Получены формулы числа решений для двух частных 
случаев: при ограничении на число уравнений и на размер параметров задачи.
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Введение 
Линейные диофантовы уравнения и неравенства 

являются стандартным объектом для различного 
рода математических моделей, относящихся к цело-
численной оптимизации, защите информации, тео-
рии чисел, геометрии и т.д.

Каноническими целями подобных исследований, 
обычно, являются следующие:
1. Условия разрешимости.
2. Представление натуральных чисел линейными 

формами (проблема Фробениуса).
3. Нахождение числа решений уравнения или си-

стемы уравнений, оценка этого числа.
4. Нахождение числа целых точек в многогранни-

ках или оценка этого числа.
5. Исследование характеристик задачи при изме-

нении системы ограничений путем удаления или 
добавления нового ограничения.

История исследований в этой области и перечень 
даже основных результатов не может быть описана 
в рамках отдельной статьи, поэтому мы лишь коротко 
коснемся тех работ, которые либо непосредственно 
связаны с данной статьей, либо проясняют и допол-
няют ее содержание.

Классическая задача о ранце с булевыми перемен-
ными имеет вид:

A xj j
j

n

→
=
∑ max

1
;

a x bi i
i

n

≤
=
∑

1
, (1)

где x=(x1,,xn) – n-мерный булевский вектор.
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Пусть L(x1,…,xn) – линейная форма: 

L(x1,…,xn)= a xi i
i

n

=
∑

1
, (2)

где все параметры {ai} и неизвестные {xi} – нату-
ральные числа. Накладывая определенные условие 
на вид этой формы, можно получить разные частные 
случаи общей задачи.

Так, в булевой задаче о ранце переменные полага-
ются булевыми, а множество решений должно удов-
летворять условию a x bi i

i

n

≤
=
∑

1
, то есть вектора 

x=(x1,…,xn) должны лежать ниже гиперплоскости 
L(x1,…,xn)=b.

Известно, что существуют эквивалентные формы 
задачи линейного программирования: общая, ка-
ноническая и стандартная. (В разных случаях тер-
минология различается). Следуя [1], канонической 
будем считать задачу с ограничениями в виде ра-
венств.

В матричной форме система ограничений имеет вид 

Ax=b, (3)

где A a m nij= − ( , )  – матрица. 

Накладывая определенные ограничения на матрицу 
A и вектор b, получаем различные частные случаи за-
дачи.

Если все параметры и переменные – произволь-
ные вещественные числа, то вопрос о разрешимо-
сти системы решается в терминах ранга матрицы 
ограничений. Классические результаты линейной 
алгебры и теории линейного и булева программи-
рования исследуют условия разрешимости и для 
таких частных случаев рассматриваемой задачи 
как задача целочисленного линейного программи-
рования и задача булева программирования. См., 
например, [1], [3].

В области исследования операций и комбинаторной 
оптимизации данная задача или ее обобщения и 
сужения занимаю ключевое место, как это показа-
но, например, в [1]. То, что задача целочисленного 
линейного программирования является NP-полной, 

было установлено в числе первых результатов по-
добных исследований. Кроме того, в классической 
работе [2] можно найти многочисленные примеры 
известных задач, которые к ней сводятся и наоборот: 
задача целочисленного линейного программирова-
ния (или ее булев вариант) сводится к той или иной 
проблеме.

В предыдущих работах авторов [4] и [5] для задачи 
о рюкзаке рассматривался, в частности, и вопрос 
зависимости числа решений от параметров задачи: 
вектора целевой и весовой функций и правой части 
ограничения. Настоящая работа в одной из своих 
частей является продолжением исследований ав-
торов, опубликованных в [4]-[5]. Ключевую роль в 
получении результатов там сыграл аппарат произво-
дящих функций, который используется и в настоящей 
статье. Как видно из подробнейшей монографии [6], 
данный подход позволил в упомянутых работах полу-
чить ряд новых и оригинальных результатов по срав-
нению с ранее известными.

Следует заметить, что вопросы, поставленные в пер-
вой части работы, ранее с той или иной точки зрения 
рассматривались в работах В.К. Леонтьева и Г.П. То-
нояна [7] и [8], где исследовались комбинаторные 
свойства систем булевых уравнений. В монографии 
[9] ряд результатов также получены на основе комби-
наторных подходов в задачах рюкзачного типа.
Заметим, что комбинаторные свойства систем ли-
нейных, булевых и диофантовых уравнений тесно 
связаны с задачами криптографии и используются в 
криптосистемах. 

С прикладной точки зрения, изучаемая проблемати-
ка затрагивалась авторами в связи с криптографи-
ческими объектами: аннигиляторами и алгебраиче-
ской иммунностью. Одно из ключевых утверждений 
работы [10], посвященной аннигиляторам и алгебра-
ической иммунности, базируется на анализе совме-
стимости системы уравнений и нахождению комби-
наторной характеристики (аналога ранга) матрицы.
В [10]-[11], где речь идет о линейных булевых по-
линомах, как частный случай возникают линейные 
булевы полиномы. Именно им там посвящено наи-
большее внимание.

Важность этой тематики с точки зрения криптогра-
фии подтверждается многочисленными работами в 
специализированных журналах. Например, в рабо-
тах Г.В. Балакина [12] и [13] рассматриваются специ-
фические классы систем булевых уравнений (рекур-
рентного типа) и их применение в криптографии. В 
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работе А.М. Зубкова [14] моментные характеристики 
весов векторов в случайных двоичных линейных ко-
дах описываются в терминах свойств специальных 
систем уравнений.

Линеаризация систем булевых уравнений – метод 
решения систем, состоящий в замене всех мономов 
степени выше первой новыми переменными, реше-
нии полученной линейной системы и последующей 
проверке полученных решений на корректность. Это-
му, например, посвящены статьи [15], [16].
Группой ученых под руководством Н. Куртуа были 
предложены усовершенствования XL4 и XSL5 ме-
тода линеаризации для случаев, когда количество 
уравнений в системе недостаточно для эффективно-
го применения линеаризации в классическом виде 
[17]. Суть данных методов состоит в дополнении 
системы новыми уравнениями, которые не меня-
ют множества решений системы, но увеличивают 
размер системы и ранг линеаризованной системы. 
Позднее Н. Куртуа и Г.В. Бардом в [18] был предло-
жен еще один метод, основанный на методе линеа-
ризации ElimLin.

Как сказано выше в аннотации, в нашей работе рас-
сматривается задача проверки системы на совмест-
ность и разбиение несовместной системы на мини-
мальное число совместных подсистем. Это задача, в 
частности, тесно связана с проблемой выполнимо-
сти КНФ. Результаты на этом пути иллюстрируются 
работами [19-21]. А в прикладных работах А.С. Ме-
лузова [22] и [23] разработан и имплементирован 
программный комплекс для решения упомянутой 
задачи.

В данной статье также рассматривается проблема 
параметризации системы по ее правой части. Анало-
ги приведенного здесь подхода авторам неизвестны. 
В какой-то степени с ним связаны как классические 
алгоритмы параметрического линейного програм-
мирования, так и, например, работа [24], где ис-
следуются линейные уравнения булева типа с «иска-
женной» правой частью. В работе предложен метод 
построения множества, содержащего искомый век-
тор с вероятностью, не менее заданной, и оценена 
мощность этого множества. Теоретические расчеты 
параметров метода иллюстрируются результатами 
экспериментов.  Данный подход использует вероят-
ностную постановку, в то время как здесь применя-
ется комбинаторный аппарат.

Настоящая работа состоит из введения и двух разде-
лов. Следующий раздел посвящен подходам к анали-

зу несовместной системе уравнений. Затем рассма-
тривается вопрос существования и числа решений. 
Некоторые определения, понятия и методы доказа-
тельств ранее были использованы авторами в рабо-
тах [4], [5], [25], [26], [27].

Везде в дальнейшем будем считать, что все параме-
тры рассматриваемой задачи, числа c1,…,cn; a1,…,an; 
b – неотрицательные целые числа.

1. О «приближенных» решениях несовместных 
систем уравнений с булевыми переменными

Рассмотрим систему (3) с произвольными перемен-
ными. 

При использовании задачи линейного программи-
рования в прикладных моделях реальных систем не-
совместность системы (3) может иметь следующую 
интерпретацию. 

В прикладной математической модели, для описания 
которой используется, например, система линейных 
уравнений достаточно естественна следующая ситуа-
ция: уравнения, описывающие модель, неравноцен-
ны: одни из них описывают «важные и глобальные» 
аспекты прикладной проблемы, а другие – «второсте-
пенные», причем связь этих частей не выяснена или 
ошибочно интерпретирована. Это делает естествен-
ным на стадии моделирования применение следую-
щих эвристических подходов, которые рассмотрены 
ниже:

1. В одном из них путем «изменения» вида уравне-
ний или удаление части из них конструируется из 
несовместной системы совместная.

2. В другом – предлагается разбить исходную систе-
му (множество ее уравнений) на некоторое коли-
чество (например, на минимально возможное) 
совместных подсистем.

Второй подход связан с самым известным и рас-
пространенным методом: выделение (за счет от-
брасывания минимально возможного количества 
уравнений) из системы максимальной по мощности 
совместной подсистемы. На этом пути, как правило, 
используются варианты переборного алгоритма в 
сочетании с эвристиками. В прикладном плане по-
добные работы относятся к различным областям, в 
первую очередь, видимо, стоит сказать о задачах в 
сфере распознавания образов.
Обозначим через a1,…,am  вектор-строки матрицы A. 
Вектора b, a1,…,am  назовем параметрами системы (3)
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Проблема. Пусть система (3) несовместна. Какое 
минимальное число параметров системы (3) нужно 
изменить, чтобы новая система стала совместной?

Пример 1. Уравнение 2x1+3x2=6 не имеет решения 
в булевых переменных, но достаточно изменения 
одного параметра, чтобы сделать его разрешимым. 
Например, так измененные уравнения: 3x1+3x2=6 
или 2x1+3x2=5 уже имеют решения в булевых пере-
менных.

Теорема 1. Для того, чтобы сделать несовместную 
систему линейных уравнений вида (3) совместной 
при m>1 достаточно изменения (m-1) параметра. 
Существуют несовместные системы вида (3), для ко-
торых изменение этого числа параметров является 
необходимым.

Доказательство.  Пусть дан вектор с=(с1,…,cn). Рас-
смотрим несовместную систему 

( , )
( , )

...
( , )

A x b
c x b

c x bm

=

=

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

1

2

Где bi≠bj  для всех i≠j. Ясно, что следующая система

( , )
( , )

...
( , )

c x b
c x b

c x b

=

=

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

1

1

1

является совместной и получена из исходной путем 
изменения m-1 параметра, причем изменение век-
тора с=(с1,…,cn) никак не отражаются на свойстве 
системы быть совместной. Изменение же меньшего 
числа параметров не приводит к совместности си-
стемы.

С другой стороны, если система

( , )
( , )

...
( , )

a x b
a x b

a x bm m

1 1

2 2

=

=

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

является несовместной, то система

( , )
( , ) ( , )

...
( , ) ( , )

`

`

a x b
a x a x b

a x a x bm m m

1 1

2 2 0 2

0

=

= =

= =

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

является совместной при любом x0  таком, что 
( , )a x b1 0 1= . И вновь изменения m-1 параметра до-
статочно.
Теорема доказана.

Замечание. В случае одного уравнения в теореме 
m-1 меняется на m, как это видно из вышеприведен-
ного примера с булевым уравнением.

Проблема. Пусть система (3) несовместна. Требует-
ся разбить ее на минимальное количество совмест-
ных подсистем.

Замечание. В ряде работ применительно к данной 
проблеме используется термин обобщенное реше-
ние системы уравнений. Под ним понимается следу-
ющее. Если несовместная система разбита на r со-
вместных подсистем, то эти системы можно решить. 
Пусть решениями которых являются вектора u1, u2,…, 
ur. Тогда множество {u1, u2,…,ur} и называют обоб-
щенным решением  системы (3). 

Перейдем к описанию метода разбиения несовмест-
ной системы на минимальное число совместных.
Рассмотрим систему (3) с булевыми переменными.
Пусть

( , ) ( )
( , ) ( )

...
( , ) ( )

a x f x
a x f x

a x f xm m

1 1

2 2

=

=

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

И L f L f L fm*( ), *( ),..., *( )1 2  – множество значе-
ний, принимаемых функциями f1,…,fm на Bn.
Пусть x0 –решение какой-то системы 

( , ) ( )
( , ) ( )

...
( , ) ( )

a x f x b
a x f x b

a x f x bm m m

1 1 1

2 2 2

= =

= =

= =

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

(4)

Наличие такого x0 свидетельствует о совместности 
(4). Но это означает, что для существования такого 
решения необходимым и достаточным условием яв-
ляется выполнение соотношения 
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b L f i mi k
k

m

∈ =
=

*( ), ,..., .1
1


Обозначим через L*(a) - множество решений урав-
нения L(x)=a, т.е. множество булевых векторов, до-
ставляющих значение a линейной форме L(x).

Таким образом система уравнений Li(x)=ai, 
i=1,…,m, «порождает» систему подмножеств 
{ ( )}*L a Vi i i

Bn= ⊆ 2 .

Определение. Подмножество 

8 
 

Наличие такого x0 свидетельствует о совместности (4). Но это означает, что для 
существования такого решения необходимым и достаточным условием является 
выполнение соотношения  

1

*( ), 1,..., .
m

i k
k

b L f i m


   

Обозначим через L*(a) - множество решений уравнения L(x)=a, т.е. множество 
булевых векторов, доставляющих значение a линейной форме L(x). 

Таким образом система уравнений Li(x)=ai, i=1,…,m, «порождает» систему 
подмножеств *{ ( )} 2

nB
i i iL a V  . 

Определение. Подмножество nM B называется протыкающим для системы 
множеств V={Vi}, если выполняется условие iM V  . 

Из этого следует, что элементы протыкающего множества имеют 
«представителей» в каждом из подмножеств системы. В нашем случае это 
означает, что каждое из уравнений системы (4) «удовлетворяется» хотя бы одной 
из точек протыкающего множества. В частности, если |M|=1, то M является 
единственным (обычным) решением системы (4).  

В общем случае, если M={y1,…,yr} – протыкающее множество для V и Ui – 
множество уравнений из системы (4), для которых точка yi является решением, 

тогда разбиение множества уравнений *

1

{ ( )}
r

i i i
i

L a U


 есть разбиение на 

подсистемы, каждая из которых совместна. 

Таким образом мы показали, что нахождение протыкающего множества 
наименьшей мощности эквивалентно разбиению несовместной системы на 
минимальное число совместных подсистем. 

Формально это выглядит следующим образом. 

Определение. Подмножество  T строк (0,1)- матрицы A называется покрытием, 
если в подматрице A`, образованной этими строками, нет нулевых столбцов. 

Чисто строк |T|  называется мощностью покрытия, а минимум этой величины по 
всем покрытиям матрицы – глубиной матрицы. Обозначим эту величину через 
ξ(A). 

Пусть 1 2 2
{ , ,..., }n

nB x x x  и V={W1,…,Wm}, где *{ ( )}, 1,..., .i i iW L a i m   Рассмотрим 

(0,1)-матрицу W=||wij|| размеров 2nxm, где 

 называется 
протыкающим для системы множеств V={Vi}, если 
выполняется условие M Vi∩ ≠ ∅ .

Из этого следует, что элементы протыкающего мно-
жества имеют «представителей» в каждом из под-
множеств системы. В нашем случае это означает, что 
каждое из уравнений системы (4) «удовлетворяется» 
хотя бы одной из точек протыкающего множества. В 
частности, если |M|=1, то M является единственным 
(обычным) решением системы (4). 

В общем случае, если M={y1,…,yr} – протыкающее 
множество для V и Ui – множество уравнений из си-
стемы (4), для которых точка yi является решением, 
тогда разбиение множества уравнений 

{ ( )}*L a Ui i i
i

r

=
=1
  есть разбиение на подсистемы, 

каждая из которых совместна.

Таким образом мы показали, что нахождение проты-
кающего множества наименьшей мощности эквива-
лентно разбиению несовместной системы на мини-
мальное число совместных подсистем.
Формально это выглядит следующим образом.

Определение. Подмножество T строк (0,1) – матрицы 
A называется покрытием, если в подматрице A`, об-
разованной этими строками, нет нулевых столбцов.

Чисто строк |T| называется мощностью покрытия, 
а минимум этой величины по всем покрытиям ма-
трицы – глубиной матрицы. Обозначим эту величину 
через ξ(A).
Пусть B x x xn

n= { , ,..., }1 2 2
 и V={W1,…,Wm}, где 

W L a i mi i i= ={ ( )}, ,..., .* 1  Рассмотрим (0,1)-матрицу 
W=||wij|| размеров 2nxm, где

w
если x W
если x Wij

j i

j i
=

∈

∉

⎧
⎨
⎩

1
0
,
,

.

Теорема 2. Минимальное число совместных подси-
стем, на которое можно разбить систему (4) равно 
глубине матрицы W.

Доказательство непосредственно следует из прове-
денного выше рассмотрения. 

Пример 2. Рассмотрим следующую несовместную 
систему уравнений:

L x x x
L x x x
L x x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

1
2 2
2 3 3

= + + =

= + + =

= + + =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

.

Для нее имеем L1 1 001 010 100*( ) {( ), ( ), ( )}= , 
L2 2 010 101* ( ) {( ), ( )}=  L3 3 001 110* ( ) {( ), ( )}= . Тог-
да вышеупомянутая матрица W имеет вид

W =

0 0 0
1 0 1
1 1 0
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

.

Покрытиями матрица являются, например, подмно-
жества 101

010
110
001

,
, а ξ(W)=2.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что ис-
ходная несовместная система из трех уравнений 
разбивается на две совместные, например, следую-
щие: первое и второе уравнение – это одна система, 
а третье – другая. Мы видим, что покрытие состоит 
более, чем из одного множества (т.е. |M|=2>1), по-
этому и разбиение на подсистемы не одно.

2. О числе решений системы булевых уравнений

Для случая системы булевых уравнений NP-полной 
проблемой является уже ответ на вопрос: совместна 
ли эта система уравнений?
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Поэтому получение нижней оценки числа решений 
системы булевых уравнений является достаточно 
естественной задачей. Если хотя бы в каких-то случа-
ях оценка эта дает значение, не меньшее единицы, 
то это может иметь практическую пользу, так как дает 
решение NP-полной задачи о разрешимости систе-
мы булевых уравнений.

Очевидный алгоритм проверки разрешимости за-
дачи булева программирования – перебор всех 2n 
булевых векторов. Но этот метод не дает понимания, 
от чего зависит разрешимость системы (в отличие от 
классического случая системы линейных уравнений).

Обозначим через t Ab bm1... ( )  – число решений задачи 
булева программирования с системой ограничений 
вида Ax=b, где A a m nij= − ( , )  – матрица.

Зафиксируем матрицу ограничений и будем варьиро-
вать вектор правых частей. Получим последователь-
ность чисел { t Ab bm1... ( ) }. Для этой последовательности 
построим производящую функцию F z zA m( ,..., )1  в 
виде полинома

F z z z z z t AA m
b

b b

b
m
b

b b
m

m

m
( ,..., ) ... ( )

{ ,..., }
...1 1 2

1

1

2

1
= ∑

.

Напомним, что согласно введенным обозначениям, 
вектор (a1k,…,amk) – это k-й столбец матрицы ограни-
чений.

Лемма 1. Справедлива формула:

F z z z zA m
a

m
a

k

n
k mk( ,..., ) ( ... )1 1

1
1 1= +

=
∏  .

Эта лемма дает возможность найти число решений 
задачи булева программирования в зависимости от 
параметров A и b. Рассмотрим пример ее использо-
вания.

Пример 3. Рассмотрим задачу.

x1+x2+…+xn=b1

x2+x3+…+xn+1=b2.

Здесь матрица ограничений имеет вид A =
11 10
01 11

...
...

 .

Из леммы 1 следует, что F z z z z z zA
n( , ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2

1
21 1 1= + + +−

F z z z z z zA
n( , ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2

1
21 1 1= + + +− . Отсюда видно, что мо-

номы с положительными коэффициентами z z1 2
1 2  

определяют те вектора (b1,b2), для которых система 
ограничений разрешима.

Пример 4. Для n=4 рассмотрим следующий пример. 

x1+x2+x3=b1

x2+x3+x4=b2

Здесь матрица ограничений имеет вид A =
1110
0111

. 

Из леммы 1 следует, что F z z z z z z z z z z z z z zA ( , ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2
2

2 1 2 1 2 1
2

2 1 21 1 1 1 3 2 2= + + + = + + + + + 22
1
2

2
2

1
3

2
3

1
2

2
3

1
3

2
22+ + + +z z z z z z z z 

F z z z z z z z z z z z z z zA ( , ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2
2

2 1 2 1 2 1
2

2 1 21 1 1 1 3 2 2= + + + = + + + + + 22
1
2

2
2

1
3

2
3

1
2

2
3

1
3

2
22+ + + +z z z z z z z z  

F z z z z z z z z z z z z z zA ( , ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2
2

2 1 2 1 2 1
2

2 1 21 1 1 1 3 2 2= + + + = + + + + + 22
1
2

2
2

1
3

2
3

1
2

2
3

1
3

2
22+ + + +z z z z z z z z  Отсю-

да следует, что система разрешима для следующих 
векторов правых частей: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,1), 
(1,2), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3).

Непосредственно из доказанной леммы 1 следует 
утверждение.

Следствие. Число разрешимых систем булевых 
уравнений вида Ax=b равно числу мономов, вхо-
дящих с ненулевыми коэффициентами в полином 
F z zA m( ,..., )1 .

Заметим теперь, что число различных мономов в 
полиноме F z zA m( ,..., )1  не может превышать его 
степени. Поэтому отсюда получаем еще одно соот-
ношение.

Следствие. Число разрешимых систем булевых урав-
нений вида Ax=b не превышает степени полинома 
F z zA m( ,..., )1 .

Рассмотрим теперь еще одну комбинаторное свой-
ство системы уравнений, которое можно исследо-
вать с помощью доказанной леммы.

Пусть система разрешима. Мы пытаемся решить за-
дачу с помощью какой-нибудь эвристики, задающей 
правило перебора по всему Bn. Чем больше доля 
решений, тем быстрее на это решение можно «нат-
кнуться». 

В связи с этим интересны оценки числа t Ab bm1... ( ) . 
Следующая теорема дает одну такую оценку.
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Теорема 3. Пусть v a
r mk

n

rk=
=

=
∑ max

,...,11
, тогда справедли-

во неравенство:

max ( )
{ ,..., } ...b b b b

n

v
m

m
t A

m1
1

2
≥ (5)

Конечно, оценка (5) очень слабая и бывает полезна 
только в специальных случаях. Но так и должно быть, 
так как проблема проверки разрешимости задачи 
булева программирования является NP- трудной, а 
проверка соотношения (5) может быть осуществлена 
за полиномиальное по входу время. (Конечно, нужно 
заметить, что в этом случае мы имеем не конкрет-
ную индивидуальную задачу булева программирова-
ния, а семейство таких задач, параметризованное 
по {b1,…,bm}. )

Пример 5. Пусть есть система из двух уравнений и 
А – (0,1) –матрица. 

Тогда m=2 и v≤n. 

Из (5) получаем max ( )
{ , }b b b bt A

1 2
1 2

1≥ .

Используя для анализа системы «комбинацию» из 
леммы 1 и теоремы 4, можно выбирать наиболее 
информативный результат. Этот факт иллюстрирует 
следующие примеры.

Пример 6. Рассмотрим систему уравнений:

x1+2x2+3x3+4x4=b1

2x1+x2+x3+3x4=b2.

Тогда из приведенной выше леммы имеем:

F z z z z z z z z z zA ( , ) ( )( )( )( )1 2 1 2
2

1
2

2 1
3

2 1
4

2
31 1 1 1= + + + +

F z z z z z z z z z zA ( , ) ( )( )( )( )1 2 1 2
2

1
2

2 1
3

2 1
4

2
31 1 1 1= + + + +

(6)

Раскрывая скобки видим, что моном максимальной 
степени z z1

10
2
7 . Поэтому правая часть (5) меньше 

единицы.

Но приводя подобные в (6) видим, что 
max ( )
{ , }b b b bt A

1 2
1 2

2=   и максимум достигается на парах 

b1=4, b2=3 и b1=6, b2=4. (Для первого случая это ре-
шения (0,0,0,1) и (1,0,1,0), а для второго – (0,1,0,1) и 
(1,1,1,0)).
Пример 7. Рассмотрим систему уравнений:

x1+x2+x3+x4=b1

x2+2x4=b2

F z z z z z z zA ( , ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1
2

1 2
21 1 1= + + + (7)

Раскрывая скобки видим, что моном максималь-
ной степени z z1

4
2
3 . Поэтому правая часть в (5) вновь 

меньше единицы.

Но приводя подобные в (7) видим, что 
max ( )
{ , }b b b bt A

1 2
1 2

2=   и максимум достигается на парах 

b1=2, b2=1 ; b1=2, b2=2 и b1=3, b2=3. (Для первого слу-
чая это решения (1,1,0,0) и (0,1,1,0), для второго – 
(0,0,1,1) и (1,0,0,1), а для третьего – (0,1,1,1) и 
(1,1,0,1)).

Рассмотрим теперь вопрос о числе решений систе-
мы булевых уравнений с несколько иной точки зре-
ния.

Ответ на вопрос, разрешимо ли одно уравнение 

L(x1,…,xn)= a xi i
i

n

=
∑

1

=b в булевых переменных, все 

еще NP-полная задача. 

Например, к этой задаче сводится известная NP-
полная задача о камнях (задача о разбиении конеч-
ного числа взвешенных объектов (камней) на две 
части равного веса), состоящая в проверке разре-
шимости в булевых переменных уравнения: 

a xi i
i

n

=
∑

1
= a xi i
i

n

( )1
1

−
=
∑ .

Пример 8. Требуется разбить множество M={2,3,5,6} 
на два подмножества с одинаковыми суммами. Тог-
да вышеприведенное уравнение имеет вид:

2 3 5 6 2 1 3 1 5 1 6 11 2 3 4 1 2 3 4x x x x x x x x+ + + = − + − + − + −( ) ( ) ( ) ( ) 
2 3 5 6 2 1 3 1 5 1 6 11 2 3 4 1 2 3 4x x x x x x x x+ + + = − + − + − + −( ) ( ) ( ) ( )  или 4x1+6x2+10x3+12x4=16.  Его 

решением является вектор x=(1001), что соответ-
ствует разбиению M={2,6} ∪ {3,5}.

Рассмотрим линейную форму (2) с булевыми пере-
менными. Множество значений этой линейной формы 
обозначим, как и ранее, через L*(a1,…,an). (А если это 
не вызывает неопределенности, то просто через L*).
 
Сама же форма L(x1,…,xn)= a xi i

i

n

=
∑

1

 зависящая от 

переменных x1,…,xn, будет для краткости обозначать-
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ся через L. Приведем несколько примеров соотно-
шения a1,…,an  и L*(a1,…,an).

Пример 9. Если ai=1, i=1,…,n, то L*={0,1,2,…,n}.

Пример 10. Если ai=2i-1, i=1,…,n, то L*={0,1,2,…
,2n-1}.

Пример 11. Если L(x1,…,xn)=x1+x2+…+xn-1+nxn, то 
L*={0,1,…,n,n+1,…,2n-1}. В этом случае уравнение 
L(x1,…,xn)=b имеет решение для всех b, удовлетворя-
ющих условию 0≤b≤2n-1.

Пример 12. Если L(x1,…,xn)=2x1+3x2+3x3+3x4, то 
L*={0,2,3,5,6,8,9,11}. В этом случае уравнение L(x1,…
,xn)=b имеет решение для всех b, удовлетворяющих 
условию 0≤b≤11, кроме b=1,4,7,10.

Просто из введенных определений получаем следую-
щее очевидное утверждение.

Утверждение. Уравнение L(x)=b разрешимо тогда и 
только тогда, когда b L∈ * .

Заметим, что L*(a1,…,an) не зависит от упорядочен-
ности элементов a1,…,an , поэтому в дальнейшем бу-
дем считать, что 

a1≤ a2…≤an. (8)

Определение. Формы L1(x1,…,xn) и L2(x1,…,xn) назы-
ваются эквивалентными, если L L1 2

* *= .
Пусть, как обычно, n –число переменных, а N – це-
лое число такое, что 

1≤ak≤N, k=1,…,n. (9)

Через t(n,N) обозначим число линейных форм с па-
раметрами n и N.

Лемма 2. Справедливо равенство t n N CN n
n( , ) = + −1 .

Доказательство. Каждая линейная форма с услови-
ями (8) и (9) может быть закодирована в алфавите 
{1,…,N} словом вида 1 21 2y y yN N... , где yr, r=1,…,N, – 
число коэффициентов равных r, среди чисел a1,…,an. 
Отсюда следует, что искомое число слов t(n,N) – это 
число решений уравнения y1+y2+…+yN=n, yi≥0, i=1,…
,N. Но отсюда и следует равенство t n N CN n

n( , ) = + −1 .

Лемма доказана.
Пусть, как и раньше t a ab n( ,..., )1 - число решений 

уравнения L(x1,…,xn)= a xi i
i

n

=
∑

1
=b.

Лемма 3. Справедливо соотношение
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∫
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Рассмотрим теперь вопрос о среднем значении 
t a ab n( ,..., )1  для фиксированного значения b по 
всему булеву кубу при условиях (8) и (9). 

Обозначим это число через tb .

С учетом (8), (9) из леммы 3 имеем следующее соот-
ношение.

t
C

t a ab
n N
n b n

a a

N

i

n

i i

=
+ − == −

∑∑
1

1
1

1 1

( ,..., )
.

(Здесь считаем, что a0=1).

Лемма 4. Справедлива формула
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(10)

Рассмотрим в качестве примера случай трех пере-
менных при произвольном N. (Здесь ρ<1.)

Теорема 4. Для случая трех переменных справедли-
во соотношение:

tb = N
CN

b
2

1
2

+

+
+

2

1
2

N
CN

+ 2

1
2

N
CN

b N

+

− ,

где δ – некоторая константа. 

Рассмотрим теперь случай N=2 при произвольном 
количестве переменных. Пусть, как обычно, 

x xi
i

n

=
=
∑

1

. 

Теорема 5. При N=2 и произвольном n справедливо 
соотношение:

tb =
1

1
2

0n
C Cn
k

k
b k n k

k

n

+
− −

=
∑ .

(11)

Пример 13. Пусть N=2, n=3. Из (11) имеем

tb =
1

1
2 1

4
2

0
3

3

0

3

n
C C C Cn
k

k
b k n k

k

n
k

k
b k k

k+
=− −

=

− −

=
∑ ∑ . Отсю-
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Видно, что максимальное значение tb  достигается 
при b=2.

3. Заключение 
В работе рассмотрены вопросы, связанные с разре-
шимостью систем булевых уравнений.

Предложен подход к анализу комбинаторных ха-

рактеристик систем уравнений с целью выделения 
из несовместной системы минимального числа со-
вместных подсистем. Рассмотрены возможности 
трансформации несовместной системы в совмест-
ную путем изменения части параметров системы.

Исследованы вопросы нахождения числа решений 
системы в зависимости от правых частей уравнений.

Полученные в работе результаты могут представлять 
интерес для прикладных разработок в различных об-
ластях дискретной оптимизации и исследования опе-
раций, а также в распознавании образов, криптогра-
фии и системах защиты информации.
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ON SOME FEATURES OF THE PROBLEM OF SOLVABILITY 
OF SYSTEMS OF BOOLEAN EQUATIONS

Leontiev V. K.3 , Gordeev E. N.4

The purpose of the article is to present new results on combinatorial characteristics of systems of Boolean 
equations, on which such properties of systems as compatibility, solvability, number of solutions and a number 
of others depend.

The research method is the reduction of applied problems to combinatorial models with the subsequent ap-
plication of classical methods of combinatorics: the method of generating functions, the method of coefficients, 
methods for obtaining asymptotics, etc.

Obtained result. In this paper, we obtain results concerning the solvability of systems of Boolean equations. 
The complexity of the problem of “ transformation” of an incompatible system into a joint one is analyzed. An 
approach to solving the problem of separating the minimum number of joint subsystems from an incompatible 
system is described and justified. The problem is reduced to the problem of finding the minimum covering set. 
The system compatibility criterion is obtained. Using the method of coefficients, formulas for finding and estimat-
ing the number of solutions for parameterizing the problem on the right-hand sides of equations are derived. The 
maximum of this number is also investigated depending on the parameter. Formulas for the number of solutions 
for two special cases are obtained: with a restriction on the number of equations and on the size of the problem 
parameters.

Keywords: NP-completeness, Boolean programming problem, joint systems, linear transformation, generat-
ing functions, parametric problems. 
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